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1 はじめに

極大、極小に関する定義は、関数の増減とは無関係に、その付近での最大、最小とな
るところ (通常は唯一の最大点、最小点) と定義される。

一方、増減表では、増加から減少への変わり目が極大、減少から増加への変わり目が
極小、という風に考えるので、それが同値、すなわち「極大とは増加から減少への変
わり目」と認識している学生も少なくないような気がする。しかし、実際には必ずし
もそうではないが、本稿ではそのような例を紹介する。

また、本によってまちまちである「増加・減少」「極大・極小」の定義の違いについて
も紹介する。

2 増加・減少の定義

まずは「増加」「減少」の用語について少し振り返る。実は、この用語にはいくつかの
用法があり、本によって若干意味が異なる。

今回、我々が使用している教科書 [1] のほかに、手元にあったいくつかの大学初年度向
けの微積分の本 [2],[3], [4],[5],[6],[7], [9],[10],[11],[12]、および高校の教科書 [13],[14],[15]

を調べてみた。

「増加」には、いわゆる「狭義単調増加」と「広義単調増加」の 2 種類があり、それ
ぞれ以下のようになる。なお、f(x) は D で定義された関数とする。

定義 2.1

1. f(x) が A ⊂ D で狭義単調増加であるとは、a, b ∈ A, a < b なる任意の a, b に対
し、f(a) < f(b) となること。

2. f(x) が A ⊂ D で広義単調増加であるとは、a, b ∈ A, a < b なる任意の a, b に対
し、f(a) ≤ f(b) となること。
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「狭義」と「広義」の違いは、定義の最後の不等式の部分に等号がないかあるかだけで
あるが、これにより例えば定数関数は狭義単調増加ではないが、広義単調増加である
ことになる。

「狭義単調増加である」は「狭義単調増加する」と動詞形で書いたり、「狭義単調増加
関数」と名詞形で書くこともある。また、「狭義」や「広義」をつけずに表現されるこ
とも多いが、その場合「単調増加」とするか「増加」とするかも色々流儀がある。中
には「単調増加」と「増加」で意味を変えて使い分ける場合もあったように記憶して
いる。

さて、上記の本でこれらの用法を調べてみると、以下のようであった。

1. 広義単調増加・減少は扱っておらず、狭義単調増加・減少のみで、それらを「増
加・減少」と呼んでいる: [1], [6], [14]

2. 広義単調増加・減少は扱っておらず、狭義単調増加・減少のみで、それらを「単
調増加・単調減少」と呼んでいる: [9],[3]

3. 狭義単調増加を「狭義単調増加」、広義単調増加を単に「単調増加」と呼んでい
る: [2],[7]

4. 狭義単調増加を「増加」、広義単調増加を単に「広義の増加」と呼んでいる: [12]

5. 狭義単調増加を「増加」、広義単調増加を「非減少」と呼んでいる: [10]

6. 狭義単調増加を「増加」、広義単調増加を「単調増加」と呼んでいる: なし

7. 明確な定義はない (日常語としての「増加・減少」で済ませている ?): [4],[5], [11],

[13], [15]

なお、[7] は翻訳本のためか若干用語が違っていて、正確には「増加」は「増大」、「減
少」は「減小」と訳している。

「単調増加」と「増加」を使い分けている本は、今回調べた本の中にはなかったが、ネッ
トではそのような声も上がっていた。

3 極の定義

次は極の定義を振り返る。

極 (極大、極小) の定義も複数あり、今回調べたところ、高校流の定義、狭義の極大、
広義の極大の別と、さらに内点であることを要請しているかどうかで、色々な定義が
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あることがわかった。また、「極大」という言葉も、本によって「極大である」という
言い方と「極大になる」という言い方がある。

多分「である」は状態そのものを指し、「になる」はその状態に変化することを指して
いるのだと思うが、よって前者は「x = a では極大という状態である」という言い方
で、後者は「x の値を変化させていくと、x = a 以外では極大ではないが、x = a のと
ころで極大という状態になる」ということを述べているのだろう。

以下は、いずれも「x = a で f(x) は極大である」ということの定義。

定義 3.1

1. 「高校流の極大」: x = a は D の内点で、a を境に f(x) が増加から減少に変わ
るとき。

2. 「広義の極大 (内点)」: a を含むある開区間 I ⊂ D があり、任意の x ∈ I に対し
て f(a) ≥ f(x) となるとき。

3. 「狭義の極大 (内点)」: a を含むある開区間 I ⊂ D があり、x ̸= a である任意の
x ∈ I に対して f(a) > f(x) となるとき。

4. 「広義の極大」: a を含むある区間 I ⊂ D があり、任意の x ∈ I に対して
f(a) ≥ f(x) となるとき。(a は D の境界点でも構わない)

5. 「狭義の極大」: a を含むある区間 I ⊂ D があり、x ̸= a である任意の x ∈ I に
対して f(a) > f(x) となるとき。(a は D の境界点でも構わない)

「内点」とつけた方は a が D 内のある開区間に含まれる必要があり、すなわち a の左
右両側で f(x) が定義されている必要があるが、「内点」とつけない方は「開区間」と
は断わっていないので、a が定義域の境界 (端点) でも構わず、a の左側、あるいは右
側では f が定義されていない場合もありうる。

内点の条件がある定義の場合は、f(x) が微分可能ならば極大では f ′(a) = 0 となる
が、内点の条件がない場合は、端点では f ′(a) = 0 とは限らない (そもそも端点では通
常は微分係数は定義されない)。だから、内点の条件がない場合は、「x = a で極なら
ば f ′(a) = 0」という定理は、端点以外では、のように条件をつける必要があることに
なる。

また、「広義の極大」と「狭義の極大」は、定数関数の場合はすべての a で広義の極大
となるが、狭義の極大とはならない、という違いがある。

この極の定義の状況についても調べてみた。

1. 「高校流の極大」を採用: [4], [13],[14],[15]
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2. 「広義の極大 (内点)」を採用: [9],[12]

3. 「狭義の極大 (内点)」を採用: [3],[6],[11]

4. 内点とは明確に述べていないが「狭義の極大 (内点)」を採用: [1],[5]

5. 「広義の極大」を採用: [8],[10]

6. 「極大」ということばは「広義の極大 (内点)」を採用し、その上で「狭義の極大
(内点)」も「狭義の極大」として定義している: [2]

なお、[1] は一見内点に関する条件が定義には明確に書かれてはいないが、「微分可能
ならば極では f ′(a) = 0」と述べているので、内点であることも暗黙に含まれているよ
うである。

また、[5] は 1 変数関数の極の定義はないが、2 変数関数の極の定義が「狭義の極大 (内
点)」を採用している。

[6] は、a ̸= x の条件を書いていないが、不等式に等号をつけていないので、多分「狭
義の極大 (内点)」の意味だろうと思われる。

翻訳本の 2 冊 ([8],[10]) がともに内点を条件としない「広義の極大」を採用しているの
がやや興味深い。もしかすると海外ではこちらがスタンダードで、日本とは状況がや
や違うのかもしれない。

高校流の極大の定義は、最近の教科書だけかと思ったが、少し古い高校の教科書でも
同様だった。

4 極だが「高校流の極」ではない例

以下に、「狭義の極 (内点)」だが、「高校流の極」ではない、すなわち増減の変わり目
とは言えない例を示す。

なお、以下では極小の例を示すが、f(x) の代わりに −f(x) を考えれば極小は極大に変
わるので、極大の例も簡単に作ることができる。

以下の関数を考える。なお、a > 0, 0 < θ < 1 は定数とする。

f(x) = f(x; a, θ) =

 |x|a
(
1 + θ cos

1

x

)
(x ̸= 0)

0 (x = 0)
(1)
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この f(x) は偶関数で、−1 ≤ cos(1/x) ≤ 1 よりすべての x に対して

(1− θ)|x|a ≤ f(x) ≤ (1 + θ)|x|a

となり、よって x = 0 も含めて連続であり、0 < θ < 1 より x = 0 で「狭義の極小 (内
点)」の意味で極小となる。

一方、cos(1/x) は x = 0 の近くで激しく −1 と 1 の間を振動するから、f(x) の値は
(1− θ)|x|a と (1 + θ)|x|a の間を振動し、x = 0 の近くで増加減少を限りなく繰り返す。
よって、x = 0 で減少から増加に変わるとは言えない。それを以下でちゃんと示す。

x > 0 では

f ′(x) = axa−1
(
1 + θ cos

1

x

)
+ θxa−2 sin

1

x
= θxa−2

(
ax

θ
+ ax cos

1

x
+ sin

1

x

)
(2)

となるので、自然数 n に対して、xn = 1/(π(n+ 1/2)) とすると、

f ′(xn) = θxa−2
n

(
axn

θ
+ sin π

(
n+

1

2

))
= θxa−2

n

 a

θπ
(
n+ 1

2

) + (−1)n


となり、よって n が偶数なら f ′(xn) > 0、n が奇数なら、ある程度大きい n に対して
は axn/θ < 1 となるから、f ′(xn) < 0 となる。 lim

n→∞
xn = 0 より xn は x = 0 の近くに

いくらでもあるから、x > 0 の方には x = 0 の近くにいくらでも f(x) が増加、減少す
る点があることになる。また、f(x) は偶関数なので、−xn を考えれば x < 0 でも同様
のことが言える。

よって、この f(x) では、x = 0 は高校流の極小、すなわち減少から増加に変わる点で
あるとは言えない。

なお、この f(x) は、x ̸= 0 では当然微分可能で、(2) より 1 < a < 2 では x = 0 の近
くでは有界ではなく、a = 2 の場合は有界だが x → 0 での極限は存在せず振動する。
a > 2 の場合は f ′(x) は x → 0 のときに 0 に収束する。

一方、f ′(0) は、

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0
|x|a−1 sign(x)

(
1 + θ cos

1

x

)

なので、0 < a ≤ 1 のときは f ′(0) は存在せず、a > 1 ならば f ′(0) = 0 となる。

すなわち、1 < a ≤ 2 のときは、すべての x で微分可能だが f ′(x) は連続ではなく、こ
の f(x) はそのような関数の例にもなっている。
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5 最後に

実は、本稿は 4 節の例を示すために書き始めたのだが、増減や極の定義がどう書いて
あるか手近な本を調べていたら、[12] にも 4 節の例とほぼ同じ

g(x) =

 x2
(
2 + sin

1

x

)
(x ̸= 0)

0 (x = 0)

が載っていた。sin, cos の違いはあるが、この g(x) は実質的に 2f(x; 2, 1/2) とほぼ同
等である。

また、2 節、3 節で述べたように、単調増加関数・単調減少関数や極大・極小の定義に
は、実質的に意味の違う定義 (狭義・広義) があり、それらの使用状況は本によってか
なりバラバラで、用語も統一されていないことがわかる。ある本で勉強していて、別
な本を参考に参照する場合は、それらに注意し、用語の意味について、あらためて本
毎にどのような意味かをよく確認する必要があるだろう。
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