
1 compensated compactness に関する文献

1.1 Young measure の決定問題に関して

Young measure ν が δ measure になることを Tartar’s functional equation と呼ば
れる commutative relation

< ν, η1q2 − η2q1 >=< ν, η1 >< ν, q2 > − < ν, η2 >< ν, q1 >

から導いているもの:

L.Tartar [36],

R.J.DiPerna [14],[15],

X.Ding, G.-Q.Chen and P.Luo [1],[11],[12],

G.-Q.Chen and P.T.Kan [5],

P.L.Lions, B.Perthame, E.Tadmore [20],

B.Rubino [26],

D.Serre [29]

[36] (L.Tartar) は Tartar による compensated compactness の原典で、人工粘性に
よる近似解に対する scalar conservation law への応用もここに書かれている。Young

measure の存在定理 (Young が 1 次元について証明した事実の n 次元への拡張), div–

curl lemma の証明もここにある。
[14] (R.J.DiPerna) は compensated compactness を p-system のような 2 × 2 の保

存則方程式系に適用した論文で、人工粘性による近似解と差分近似解について、その
一様有界性が保証されればそれは弱解に収束する、といった定理があげられている。
また、[15] (DiPerna) は Euler 座標系の等エントロピー的理想気体の方程式に対し

て compensated compactness を用いたもので、比熱比と呼ばれる定数 γ が 7/5, 9/7,

11/9,. . .の場合に、任意の初期値に対して弱解が存在することを示している。この場合
は解に真空域が生ずることがあり得るため、そこで vanish するような entropy (weak

entropy) を取る必要があり、そのような entropy を与える Darboux の公式を使って
Tartar’s functional equation を解いている。

[1],[11],[12] (X.Ding, G.-Q.Chen and P.Luo) は [15] の結果を 1 < γ ≤ 5/3 にまで拡
張したもので、[15] と同様の評価を詳しい計算で得ることにより証明している。[11](I)

は弱解の存在証明のうち、Young measure を決定する部分以外のことが丁寧に書かれ
ており、[15] を読むより分かりやすい。[11](II) は γ = 3/2 に対しての entropy の評
価、[1] は一般の γ に対する評価の計算が行われている。
ただし、[1] の計算には修正が必要な箇所があり、[12] には修正が可能とだけしか書

かれていないが [1] の中国語版の論文にその修正部分が書かれてある。
[5] (G.-Q.Chen and P.T.Kan) は孤立点でのみ双曲性が弱くなるような場合の 2× 2

の保存則系の、その孤立点の近傍での主要部 (方程式をここで Taylor 展開したときの)

を新たな方程式系としたものに対する結果である。この方程式系の Riemann 問題は
Schaeffer と Shearer が解いているが、この系について Tartar’s functional equation を
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解き、人工粘性による近似解を使って解の存在を示している。続編の IIの論文で、初
期値の L2 有界性の制限を除いた、Riemann 問題と差分近似による結果が出る予定。
ただし、Riemann 問題がかなり複雑なので、Iによって IIが自明だとは限らないよう
である。

[20] (P.L.Lions, B.Perthame, E.Tadmore) は [15], [11], [1], [12] と同じ Euler 座標系
の方程式に対するもので、γ ≥ 3 についての結果である。ただし、Tartar’s functional

equation を解いているところは、幾つか分かりにくい箇所がある。近似解は kinetic

formulation という方法で作っているようである。Perthame や Tadmor はそういった
標題の論文をいくつか書いている。

[26] (B.Rubino) [5] を少し拡張している結果らしい。イタリアには他に P. Marcati,

R. Natalini, J. Milani らが compensated compactness の論文を発表している。
[29] (D.Serre)は [14]の、2×2の保存則方程式系に対する Tartar’s functional equa-

tion の解法の改良であり、entropy の満たす 2 階線形双曲型方程式と、保存則系の特
性方向との関係を詳しく調べることによって Young measure を決定している。また、
方程式が全ての特性方向に degenerate している場合、または一つの特性方向に degen-

erate している場合についての Young measure の決定の限界、すなわち compensated

compactness による解法の限界も示している。
この degenerate している特性方向を持つ保存則系の場合については [3] などで考察

されている。

1.2 初期値境界値問題などへの応用

1.1 節の結果を使って、初期値境界値問題、外力項のついた問題、またはその他の
問題に応用している例:

G.-Q.Chen and T.P.Liu [7],

G.-Q.Chen, C.D.Levermore and T.P.Liu [6],

X.Ding, G.-Q.Chen and P.Luo [13],

E.Feireisl [17],

T.Makino and S.Takeno [21],

S.Takeno [33],[34],[35],

P.Marcati and R.Natalini [22],[23],

B.Zhang [38],

J.A.Nohel, R.C.Rogers and A.E.Tzavaras [25]

[7],[6] は relaxation に関するもの、[13] は [1] の方程式に外力項をつけたもの、[17]

は [14] の 1 次元準線形波動方程式に decay order が良くなる項と時間周期的な外力項
をつけて周期解の存在を示しているもの、[21] は 3 次元の Euler 方程式の外部問題を
球対称にしたもので [1] の方程式に外力がついて初期値境界値問題になっているもの、
[33],[34] は [1] の方程式の piston 問題 (初期値境界値問題)、[35] は [36] の scalar の 保
存則方程式に時間周期的な外力項をつけたもの、[22],[23],[38] は [1] の方程式や [14] の
方程式に別の方程式がついている 3 本の方程式を、2 本ともう 1 本という形で考察し
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ているもの、[25] は [15] の viscoelastic の方程式に memory と呼ばれる項が入ってい
るものを扱っている。
なお、[21] では時間大域解の存在は示されなかったが、[8], [4] では shock capturing

scheme と呼ばれる近似解によって時間大域解を構成している。
他にもたくさんあるようである。

1.3 Lp compensated compactness

compensated compactness は L∞ 空間の汎弱収束についての理論であるが、その空
間での近似解の有界性を示す事は一般には難しく、方法としてはほぼ [9] (K.N.Chueh,

C.C.Conley and J.A.Smoller) の不変領域の方法があるだけで、しかもこれはどんな場
合でも完全な有界性を示してくれるとは限らない。そのため、[14] でも、解の存在定
理では、近似解がもし一様な有界性を持つならば、という表現がとられているものが
多い。
それに対して energy 不等式で保証される Lp (1 ≤ p < ∞) での有界性を利用でき

ないかと考えるのは自然な方向であるが、この Lp に compensated compactness を拡
張する、という試みはすでに行われているようである。

M.Kruz̆́ık[18],

P.Lin [19],

M.E.Schonbek [28],

J.Shearer [31],

Y.Zhou [39]

[28] (Schonbek) がその最初のようであり、Young measure の定理を Lp に拡張した
Lp Young measure の定理を述べている。

[18] やここにはあげていないいくつかの論文でその Lp Young measure が詳しく調
べられているようである。

[39] は compensated compactness の定理を Lp に拡張している物らしく、これも他
のいくつかの論文でも研究されているらしい。

[19], [31] はその Lp compensated compactness の結果を [14] の論文ではカバーされ
ていない形の elasticity の方程式に適用している物らしい。

1.4 lecture note

講義録のようなもの:

G.-Q.Chen [2],

B.Dacorogna [10],

L.C.Evans [16],

J.Smoller [32],

L.Tartar [37],
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J.Màlek, J.Nečas, M.Rokyta and M.Růžička[24],

D.Serre [30]

[2] (G.-Q.Chen) は [11],[12],[1] の結果をほぼまとめたもので、isentropic gas につ
いての方法を知るならこれを読むのが一番の近道ではないかと思われる。また、scalar

の Tartar’s functional equation の Tartar の解法を少し簡便化したものも載せている。
[10] (B.Dacorogna) は conservation law への応用を意識しているというより weak

continuity を調べることを目標としているようである。しかし

Chapter I. Compensated compactness

Chapter II. Applications

1. Nonlinear conservation laws

のように scalar conservation law のへの応用 (Tartar の方法) も、Tartar’s equation の
解法、近似解の評価、証明の流れなども含めて取り上げている。

[16] (L.C.Evans) には conservation law 以外にも楕円型の方程式への応用なども書
かれているようである。conservation law については scalar の方程式だけでなく [14]

についてもおおまかに触れている。また、Young measure の存在定理の [36] について
も丁寧に書いてある。

[32] は 2nd edition の新版になって

Chapter 25 Recent results

A compensated compactness

を取り上げている。証明はほとんど書いていないが、[36], [14] の簡単な流れを載せて
いる。

[37] は Tartar による [36] と [14] の部分的な紹介である。
[24]には、Young measureを解とする measure valued solutionの話が書かれている。
また、最近 Serre による [30] が出版された。IIの Chapitre 9 で compensated com-

pactness が取り上げられている。
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