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1 はじめに

本稿では、講義で証明を省略した、自由度 n の t 分布 t(n) の密度関数が

f(t) =
1√
nπ

Γ ((n+ 1)/2)

Γ (n/2)

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

(1)

となることを示す。ここで Γ (p) はガンマ関数 ([1])。

2 t 分布

自由度 n の t 分布とは、確率変数 u, v が独立で、u ∼ N(0, 1), v ∼ χ2(n) である

ときに、

t =
u√
v/n

(2)

が従う確率分布として定義される。

u, v が独立なので、2 次元確率分布 (u, v) の密度関数 ([2]) は、N(0, 1) の密度関

数 f0(u), χ
2(n) の密度関数 fχ(v) により、

f0(u)fχ(v) =


1√
2π

e−u2/2 2−n/2

Γ (n/2)
vn/2−1e−v/2 (v > 0)

0 (v < 0)

(3)

となる。よって、t の分布関数 F (t) は、

F (s) = Prob{t ≤ s} = Prob{u/
√
v/n ≤ s} = Prob{u ≤ s

√
v/n}

=
∫ ∫

{(u,v)| u≤s
√

v/n}
f0(u)fχ(v)dudv =

∫ ∞

0
fχ(v)dv

∫ s
√

v/n

−∞
f0(u)du
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となる。よって、t の密度関数 f(t) = F ′(t) は、

f(t) =
∫ ∞

0
fχ(v)f0

(
t

√
v

n

)√
v

n
dv (4)

となる。ここで、この被積分関数は

fχ(v)f0

(
t

√
v

n

)√
v

n
=

2−n/2

Γ (n/2)
vn/2−1e−v/2 1√

2π
e−t2v/(2n)

√
v

n

=
2−(n+1)/2

√
nπ Γ (n/2)

v(n−1)/2e−(1+t2/n)v/2 (5)

となる。よって、(1 + t2/n)v/2 = y と置換すれば、

∫ ∞

0
v(n−1)/2e−(1+t2/n)v/2dv =

∫ ∞

0
y(n−1)/2e−ydv 2(n+1)/2

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

= Γ

(
n+ 1

2

)
2(n+1)/2

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

(6)

となるので、結局 f(t) は、(4), (5), (6) より、

f(t) =
Γ ((n+ 1)/2)√
nπ Γ (n/2)

(
1 +

t2

n

)−(n+1)/2

となって、(1) が得られる。
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