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1 はじめに

行列の積は、m× n 行列 A = [aij]m,n と n× p 行列 B = [bij]n,p に対して、

AB = [cij]m,p, cij =
n∑

k=1

aikbkj (1)

となる m× p 行列 [cij]m,p として定義される。

つまり A の行ベクトルと、B の列ベクトルの内積のような計算をそのすべて

の組に対して行って積 AB の成分を求めていくのが定義であるが、実は列ベク

トルや行ベクトルを使えば、いくつか簡単な表記、便利な表記も成り立つこと

が知られている。

それらは、良く知られていることではあるけれども (初学者は誤解することが

あるのでむしろ知らない方がいいかもしれないけれども)、教科書には記されて

いないことが多いので、それをここに紹介しておく。

2 記法

まず、本稿では、普通の意味でのベクトルは、すべて列ベクトル (縦並び)の形

のものを考えることとする。すなわち、N 次元数ベクトルは、

RN =




a1
a2
...

aN

 ; aj ∈ R


(2)

とし、そしてこの元を、N × 1 行列

a =


a1
a2
...

aN


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と同一視することにする。この形のベクトルは、a のように小文字の太字で

表す。

それに対して、行ベクトル、すなわち 1 × N 行列 A = [a1 a2 · · · aN ] はそれと

は異なるものとし、あくまで行列であると考え、転置によって通常のベクトル

になると考える。すなわち、

TA =


a1
a2
...

aN

 = a

とする。よって、m× n 行列 A = [aij]m,n は、各列の列ベクトル (m 次元)

aj =


a1j
a2j
...

amj



を用いて、A = [a1 a2 · · ·an]と表され、また、各行の行ベクトル Ai = [ai1 ai2 · · · ain]
の転置のベクトル (n 次元)

TAi = âi =


ai1
ai2
...

ain



によって、

A =


A1

A2

...

Am

 =


Tâ1

Tâ2

...
Tâm



と書けることになる。

なお、すでに何度か使っているが、(i, j) 成分が aij であるようなm× n 行列の

ことを、本稿では [aij]m,n と書くことにする。
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3 行列の積のいくつかの表現

以下、A = [aij]m,n、B = [bij]n,p とし、2 節同様に A, B の列ベクトルを aj (m 次

元), bj (n 次元), 行ベクトルの転置を TAi = âi (n 次元), TBi = b̂i (p 次元) と書

くことにする。

A = [a1 a2 · · · an] =


Tâ1

Tâ2

...
Tâm

 , B = [b1 b2 · · · bp] =


Tb̂1
Tb̂2
...

Tb̂n


ここで、

aj =


a1j
a2j
...

amj

 , âi =


ai1
ai2
...

ain

 , bj =


b1j
b2j
...

bnj

 , b̂i =


bi1
bi2
...

bip


である。

さて、積 AB は、B を列ベクトルで表すことで、まず次の形に書くことがで

きる。

AB = A[b1 b2 · · · bp] = [Ab1 Ab2 · · · Abp] (3)

最後の式は、各列ベクトルが Abj の形の行列の積で、これは m×n行列と n× 1

行列 (列ベクトル) の積だからm× 1 行列の m 次元列ベクトルとなり、よって

結果としてそれが p 個並んだ m× p 行列となる。

見た目はベクトルのスカラー倍のような計算にも見えるが、実際には各列が行

列の積になっているわけである。証明は、Abj の上から i 番目の成分が、

Tâibj =
n∑

k=1

aikbkj = cij

となることから明らか。

次に、A を行ベクトルで表すことで、次の形にも書くことができる。

AB =


Tâ1

Tâ2

...
Tâm

B =


Tâ1B
Tâ2B
...

TâmB

 (4)
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これも、一見ベクトルのスカラー倍にも見えるが、実際には各行が 1× n 行列
Tâj と n × p 行列 B の積である p 次元の行ベクトルで、よって m × p 行列に

なっている。

これも、証明は、 TâiB の左から j 番目の成分が、

Tâibj =
n∑

k=1

aikbkj = cij

となることから成立する。

さらに、A を行ベクトル、B を列ベクトルで表すと、

AB =


Tâ1

Tâ2

...
Tâm

 [b1 b2 · · · bp] = [ Tâibj]m,p = [âi・bj]m,p (5)

となる。

これも、一見 m× 1 行列と 1× p 行列の積にも見え、そしてそれと同じ計算を

しているようだが、各要素が Tâibj という 1 × n 行列と n × 1 行列の積、すな

わち、n 次元ベクトル同士の内積 âi・bj になっていて、単純なスカラー同士の
積ではない。

これも証明は、その (i, j) 成分が

Tâibj =
n∑

k=1

aikbkj = cij

であることから明らか。

また、逆に A を列ベクトル、B を行ベクトルで表すと、

AB = [a1 a2 · · · an]


Tb̂1
Tb̂2
...

Tb̂n

 =
n∑

k=1

ak
Tb̂k (6)

となる。

これは、一見 1× n行列と n× 1行列の積と同じ計算にも見えるが、実際には、

各項が m × 1 行列 ak と 1 × p 行列 Tb̂k の積、すなわち m × p 行列となってい

て、すなわち m× p 行列の n 個の和になっている。
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この証明は、ak
Tb̂k の (i, j) 成分が aikbkj のただ 1 項であり、よって (6)の右辺

の (i, j) 成分が

n∑
k=1

aikbkj = cij

となることから成り立つことがわかる。

また、A を列ベクトル、B を成分で表せば、

AB = [a1 a2 · · · an]


b11 · · · b1p
...

...

bn1 · · · bnp

 =

[
n∑

k=1

akbk1
n∑

k=1

akbk2 · · ·
n∑

k=1

akbkp

]
(7)

の形に表すことができるが、これは一見 1× n 行列と n× p 行列の積の計算の

ようにも見える。

この証明は、
n∑

k=1

akbkj の上から i 番目の成分が

n∑
k=1

aikbkj = cij

となるので成立する。

逆に、A を成分、B を行ベクトルで表せば、

AB =


a11 · · · a1n
...

...

am1 · · · amn




Tb̂1
Tb̂2
...

Tb̂n

 =



n∑
k=1

a1k
Tb̂k

n∑
k=1

a2k
Tb̂k

...
n∑

k=1

amk
Tb̂k


(8)

の形に表すこともできるが、これは一見 m× n 行列と n× 1 行列の積の計算の

ようにも見える。

この証明は、
n∑

k=1

aik
Tb̂k の左から j 番目の成分が

n∑
k=1

aikbkj = cij

となるので成立する。
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4 応用

3 節で紹介した式の応用例をいくつか示す。

4.1 例 1

まず、(3) の応用例を一つ紹介する。

A が n 次正方行列、A による n 次元数ベクトル pj (j = 1, 2, . . . , n) の像が qj、

すなわち

Apj = qj

であり、{pj; j = 1, 2, . . . , n} が一次独立であるとき、A を pj, qj で表してみ

よう。

pj, qj を並べてできる n 次正方行列をそれぞれ P , Q とする:

P = [p1 p2 · · · pn], Q = [q1 q2 · · · qn]

このとき、(3) より

AP = A[p1 p2 · · · pn] = [Ap1 Ap2 · · · Apn] = [q1 q2 · · · qn] = Q

となる。{pj} が一次独立なので P は正則、すなわち逆行列を持つので、よっ

て、A は A = QP−1 と書ける。このようにして、n 次元の一次変換行列 A は、

n 個の一次独立なベクトルとその像によって決定することができる。

4.2 例 2

次に、(5) の応用例を一つ紹介する。

n個の m次元数ベクトル aj (j = 1, 2, . . . , n, n ≤ m)が、単位ベクトルで、互い

に垂直であるとき、それらの内積は

ai・aj =

{
0 (i ̸= j のとき)

1 (i = j のとき)
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となる。なお、そのような {aj; j = 1, 2, . . . , n}の組は、n ≤ mでなければ取る

ことはできない。このとき、それを並べた行列

A = [a1 a2 · · · an]

は m× n 行列となるが、 TAA は (5) により、

TAA =


Ta1

Ta2

...
Tan

 [a1 a2 · · · an] = [ Taiaj]n,n = [ai・aj]n,n = En

となり、n 次の単位行列になる。

特に、n = m の場合は、 TA = A−1 となり、A は直交行列となる。すなわち、n

個の互いに垂直な n次元の単位ベクトルを列ベクトルとするn次の正方行列は

直交行列となるし、逆に直交行列の列ベクトルは、互いに垂直な単位ベクトル

となる。

4.3 例 3

(6) の応用例を一つ紹介する。

n次正方行列 A = [a1 a2 · · · an]が表す一次変換は、n次元数ベクトル xを Ax

に移すが、それは (6) により、

Ax = [a1 a2 · · · an]


x1

x2

...

xn

 =
n∑

k=1

xkak

のように、Aの列ベクトルの、xの成分を係数とする線形結合として書けるこ

とになる。

すなわち、A は、基本ベクトル ek を ak (k = 1, 2, . . . n) に変換する一次変換だ

ということがわかる。

4.4 例 4

(7) の応用例を一つ紹介する。
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n 次正方行列 A に対して、スカラー λ と、0 でない n 次元数ベクトル x が、

Ax = λx

を満たすとき、λ を A の固有値、x を A の、λ に関する固有ベクトルと言う。

λ は

f(λ) = |λE − A| = λn + . . . = 0

という n 次方程式の解であり、一般には複素数となるが、各 A に対し重複も

数えて、n個存在する。その各固有値 λに対して、固有ベクトルは少なくとも

一つは存在するが、これも一般には複素数成分の数ベクトルとなる。Aの成分

がすべて実数で、λ も実数であれば、それに関する固有ベクトルは実数成分の

数ベクトルが取れる。

x が λ に関する固有ベクトルならば、cx (c ̸= 0) も λ に関する固有ベクトル、

x, y が λに関する固有ベクトルならば、x+ y も λに関する固有ベクトルとな

るので、λに関する固有ベクトル全体は、0も入れれば、1次元以上の部分ベク

トル空間を作る。

Aの n個の固有値 λ1, λ2, . . . , λn に対する n個の固有ベクトル xj (j = 1, 2, . . . , n)

が存在するとき、xj を並べた行列を X = [x1 x2 · · · xn]とすると、Axj = λjxj、

および (3), (7) より、

AX = A[x1 x2 · · · xn] = [Ax1 Ax2 · · · Axn]

= [λ1x1 λ2x2 · · · λnxn] = [x1 x2 · · · xn]


λ1 O

λ2

. . .

O λn



となる。よって、もし {xj} が一次独立であれば X は逆行列を持つので、

X−1AX =


λ1 O

λ2

. . .

O λn

 , A = X


λ1 O

λ2

. . .

O λn

X−1 (9)
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と書ける。これを A の対角化と呼ぶ。対角化により、例えば Am は

Am =

X


λ1 O

λ2

. . .

O λn

X−1



m

= X


λ1 O

λ2

. . .

O λn



m

X−1

= X


λm
1 O

λm
2

. . .

O λm
n

X−1

のように計算できる。

さらに、行列 Pj (j = 1, 2, . . . , n) を

Pj = [0 · · · xj · · · 0]X−1 (10)

とする。なお、この右辺の左の行列は、j 列目が xj で、それ以外の列はゼロベ

クトルとしたものである。すると、

PjX = [Px1 Px2 · · · Pxn] = [0 · · · xj · · · 0]

となるので、この Pj は、

Pjxk = 0 (j ̸= k), Pjxj = xj

を満たす。すなわち Pj は、xj 方向のベクトルは変えず、xj 以外の方向のベク

トルはすべて消すような行列で、xj 方向の射影行列と呼ばれる。ここにさらに
Pj を左からかけると、

P 2
j xk = 0 (j ̸= k), P 2

j xj = Pjxj = xj

となるから、P 2
j も (10) を満たすことになり、よって P 2

j = Pj となる。また、

i ̸= j に対して、

PiPjxk = 0 (j ̸= k), PiPjxj = Pixj = 0

となるので、PiPj = O となることもわかる。すなわち射影行列は、

P 2
j = Pj, PiPj = O (i ̸= j) (11)
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を満たす。

この射影行列により、X は

X = [x1 x2 · · · xn] =
n∑

j=1

[0 · · · xj · · · 0] =
n∑

j=1

PjX = (P1 + · · ·+ Pn)X

と書け、

APjX = A[0 · · · xj · · · 0] = [0 · · · Axj · · · 0] = [0 · · · λjxj · · · 0] = λjPjX

となるので、結局、

AX = A

 n∑
j=1

PjX

 =
n∑

j=1

APjX =
n∑

j=1

λjPjX

となり、X−1 を右からかければ、

A =
n∑

j=1

λjPj = λ1P1 + λ2P2 + · · ·+ λnPn (12)

が得られる。これは、A の対角化 (9) の射影行列による表現であり、行列のス
ペクトル分解とも呼ばれる。この場合も、例えば Am は、(11) の性質により、

Am =

 n∑
j=1

λjPj

m

=
n∑

j=1

λm
j P

m
j =

n∑
j=1

λm
j Pj = λm

1 P1 + · · ·+ λm
n Pn

のように固有値の累乗のみで求まることになる。

5 最後に

本稿では、行列の積の表現に関するいくつかのバリエーションを紹介し、その

応用例を示したが、最後はやや高度な話題である行列の対角化やスペクトル分

解も簡単に紹介した。

余談ついでに補足すれば、行列の固有ベクトルから常に n個の一次独立なもの

が取れるとは限らないので、すべての行列がこのように変形できるわけではな
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いが、この形になる場合は、これを利用してさらに行列の分数乗 (固有値がす

べて実数で 0 以上の場合)

A1/m =
n∑

j=1

λ
1/m
j Pj = λ

1/m
1 P1 + · · ·+ λ1/m

n Pn

や、e の行列乗

eA =
n∑

j=1

eλjPj = eλ1P1 + · · ·+ eλnPn

なども考えることができ、それぞれ重要な応用も知られている。興味ある人は

勉強してみるといいだろう。


